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1. Denicja funkcji, injek cji, bijek cji, surjek cji, fukncji odwrotnej, z2o»enia
funk cji

1.1. funk cja

Funkcja jest relacjj, w ktorej pierwszy argumert jednoznaczniewyznaczadrugi.
8a2 A7 8b;k’2B: (aRb” arRbE’ ) b=t

. Zbior A to dziedzina funkcji, zbidr B to przeciwdziedzina (zbior wartozci) funkcji.

1.2. injek cja
Syt. X,Y -zbiory. D X;f:D! Y
Def. Méwimy, »| funkcja jest injekcjj (funkcjj ré»nowvartotciowj) jexeli:

8Xx1;X22 D :f(x1) =f(X2)) X1=Xq

inaczej:x1 6 X2 () f(x1)6 f(xp)
Spostrze»eniepraktyczne: dla funkcji ze zbioru D 2 R w R funkcja jest injekcjj ()
8yo 2 R : prostaf (X; o) : X 2 Dg przecinawykres co najwy»ej w jednym punkcie

1.3. suriek cja

Def. Mowimy, »efunkcja jest suriekcjj (funkcjj yna") je»elizacdhodzi warunek
8y2Y 92D :y=f(x)

Przykdad: sin: R! R niejest suriekcjj, bonp. dlay = 2 nieistnieje taki x, »e= sinx = 2.
Spostrze»eniepraktyczne.dlaf : D! R;D R, F jest suriekcjj () 8yp 2 R:
prostaf (X; Yo)g przecinawykres funkcji co najmniej w jednym punkcje.

1.4. bijek cja

Def. Niech D X;E Y orazF :D ! E. Moéwimy, »efunkcja jest bijekcjj (zbioru D
na zbior E) je»elifunkcja jest rownoczeznienjekcjj i suriekcjj.

1.5. funk cja odwrotna

Syt. X;Y -zbiory, D X;E Y,f:D! E - bijekcja (to zak®adarny)

Def. Funkcjj, ktora ka»demu y 2 E przyporzjdkowuje punkt x 2 D, dla ka»degof (x) = y
nazywamy funkcjj odwrotnj do bijekcji f (tylko bijekcja ma funkcj} odwrotnj) i oznaczany
f 1

Stwierdzenie. Funkcja odwrotna do bijekcji jest bijekcjj

1.6. z3o»enie funk cji

Z2o»eniemfunkcji f i gnazywamy g f :A! C takj, »e8a2 A:(g f)(a) = g(f (a))
Sk®adaniefunkcji jest operacjj 2jczni



de nicja restryk cji funk cji, obrazu, przeciw obrazu zbioru przez danj
funk cj;

restrykcja { PrzyputCny, »e mamy A X . Def: funkcj} fja : A3 x! f(x)2Y
nazywamy zaw,»eniem (restrykcjj) funkcji f do zbioru A.

obraz { Niech A1 A. Zbior f (A1) = ff (a) : a2 Ai1g nazywamy obrazem zbioru A;
przeciwobraz { Niech By B. zZbior f 1(By) = fa2 A : f (a) 2 B1g nazywamy przeciwo-
brazem zbioru B4

De nicja i w2asnozci cia®a liczb rzeczywist ych (cia?o uporzijdk owane,
waasnox¢ gjstotci, kresu goérnego

3.1. Zbiér R - pojicie podstawowe

1.
2.

pw

wn

w R sj dwa dzia®aniawewnjtrzne y+" i y". R z tymi dzia®aniami jest tzw cia?em
w R jest porzjdek zgadny z dzia?aniami. tzn.

X<ynrz>0) X z<y z

X<yhNhz Xtz<y+tz

R jestgisty, tzn. 8x;y2 R; x<y 9z2R:x<1z<y

Aksjomat cij g2ozci(zupe®nozci)

| Tw. je»eliA R A jestniepusty i ograniczory zgory (tzn.9m2 R 8a2 A a- m),
to zbidr wszystkich ogranicze«g6rnych zbioru A (tzn. m takich jak wy»ej) ma elemen
najmniejszy, ktdry oznaczany supA (supremum)

| Tw. je»eliA R A jestniepusty i ograniczory z do®u, to zbior wszystkich ogranicze«
dolnych zbioru A ma elemen najwiikszy, ktéry oznaczany inf A (in n um)

De nicja liczb zespolonych oraz dodawania i mno»enia w zbiorze liczb
zespolonych

Liczba zesmplonato para uporzijdkowana:C= R R

(X1iy1) + (X2;¥2) = (X1 + X21y1+ ¥2)

(X15y1) (X2;¥2) = (X1 X2 Y1 Y2;X1 Y2+ X2 Y1)

Niech z = a+ ib bjdzie liczbj zesplonj:

a nazywamy czezcijrzeczywistj, a b czjxcij urojonj liczby z. Stosujeny oznaczeniaa =
<z;y= =z

Liczb| ib nazywamy sprz;»eniem zesplonym liczby z i oznaczany z

Liczb! = a2+ b2 nazywamy modu®em liczby z i oznaczany jzj

z 6 (0;0): ka»dj liczb} rzeczywistj ' takj, »e% = cos', % = sin' nazywamy argumen-
tem liczby z i oznaczany arg z

De nicja réwnolicznoxci zbioré w, zbiory sko«czone i przeliczalne

rownoliczno+¢{ zbiory A i B sj réwnoliczne, jetli istnieje bijekcja f : A ! B, piszeny
wowczasA B



Dowdd: Z za®o»enia,»elimny1  a, = a;limp; by = b, oraz w2asnozcija, a <

zbior sko«czonyNiech n = f0;1;:::;n 1g oznaczazbiér liczb naturalnych mniejszych
od n.

Def. Zbior A jest zbiorem sko«czorym, jesli istnieje liczna naturalna n 2 N taka, »eA  n.
Mowimy wowczas,»e zbior A ma n elemernow.

przeliczalnox¢{ Zbior A jest przeliczalry, gdy A jest sko«czory lub jest réwnoliczny ze
zbiorem liczb naturalnych.

Waasnozxci funk cji jxj z dowodami

— X gdyx- 0
X= X gdyx<0
ixj- 0
Xi=} X
ixi= pr
X yi=0xjojyi
P
yeo0:y =iy
X o yI=gy X
UZUPESNI,! BRAK DOWODU!

De nicja cij gu liczb owego i granicy cij gu. Przyk®ad cij gu, ktory nie ma
granicy

ciig {8n2N;a2 R:n! a, ka»dejnaturalnej jedna rzeczywista
zbie»ny{ cijg u, magranic} g: limp1 Uy =g
rozbie»nydo 1 { cijg u, magranic; g: limp; uy= 1

Przykdad cij gu nie majjcego granicy: fa,g= ( )", fa,g=n ( 1)"

Dowad twierdzenia o jednoznacznozci granicy cij gu liczb owego oraz
faktu, »e cij g zbie»ny jest ograniczony

Twierdzenia o granicy sumy, iloczynu, ilorazu cij gobw zbie»nych wraz z
dowodami

fag! a~fbg! b) fa,+b,g! a+b
fag! a~fbg! b) fa, b,g! a b
fag! a~fbg! b6 0) fa,=hg! a=b

oraz

jbh b <", dla kandego > O istnieje N( ) 2 N takich, »edlan 2 N:n > N( ) zahodzi

jan

aj< orazjh, b<



| suma{ We'my dowolne" > 0z za%o»enia(lo0 ) dlan2 N;n> N (%) mamy:

G+t h) (@+bDi-jan a+jn H< o+ 5=
co ko«czy dowdéd
| iloczyn { We'my dowolne " > 0. Niech w my=| w2asnozci»e ka»dy cij g liczbowy zbie»ry
jest ograniczory, M > 0bldzie takie, »ejb,j < M dla wszystkich n 2 N. Wtedy z w2asnozci
opo»jdku (ay = b, () a< b) dostajemy, »ejbj = M. Zwikszajijc ewerntualne M mo»na
za®o»y¢ »ejaj < M. Wowczasz zalo»eniadlan > N 5

jankh - af = j(anby @)+ (abh @b - jan  aibhj+ i bja < 5eM 4 oe-M

co ko«czy dowdd
| iloraz { W myzl udowodnionej czl+ci o iloczynie, wystarczy pokaza¢,»elimnn g = .

Poniewa» limy1 by, = borazjlj > 0, wij¢ z za?o»eniawynika dla n 2 N;n > N %
mamy jb bhj< 3, zatemjbj jbj - jb bnj< 2, ezyli jbj > 2. W konsekvencji
1 2 jb
— < — dlan> N —
jbhj b 2
Wetmy dowolne " > 0. Wowczasdlan 2 N;n > N 32 mamy jb, b < 12°, wilc
n

0
mamy dlan> max N %2 "N Jg

Co ko«czy dowdd

10. Twierdzenia o trzec h cij gach i o istnieniu granicy cij gu rosnjcego i
ograniczonego wraz z dowodami

10.1. tw. o 3 cij gach

(@n ~ up ~ )" (fang! bifbhg! b)) fung! b

Dowdd: z za%o»enia,»ean = b, = ¢, dla prawie wszystkich n 2 N wynika, »e istnieje
N1 2 R zadodzi a, = b, = ¢,. Welmy dowolne " > 0. Z de nicja granicy cij gu istnieje
N2 2 R, »edla n > N, zadodzi ja, gj < ".Zatemdlan > maxfNi;Ngmamy "a, @
orazc, g<",wic

n

"<a, g- b, g-c g<
Todajejb, g <".Reasumjjjc limy1 by=g

7



10.2. tw. o istnieniu granicy cij gu rosnjcego i ograniczonego

11. Denicja cij gu zbie»nego do +1 oraz dowdd tw., a,! +1 ;h,
ograniczony, to b,=a,! O

12. Obliczanie granic cij goéw: c";(n)¥"; bt="; n?=2",

13. Wyp owied! warunku Cauchy'ego. Dowdd faktu, »e cij g spe®niajjcy
warunek Cauchy'ego ma granic,.

14. Denicja zbie»nozci szeregu liczb owego, warunek konieczny zbie»nozxci
szeregu liczb owego

Py . - - : .
De nicja: Niech ;_; a, bjdzie szeregiemliczbowym. Mowimy, »eszeregten jest zbie»ny
gdy zbie»ry jest jegocij g sum cz::ng:icwych (sn)ﬁ:1 JJetlilimpyn sy = S;s2 R, to mowimy, »e
szery jest zbie»nydo s i piszeny %:1 a, = s. Wtedy liczb} s nazywamy sumj tego szeegu.
Szereg,ktory nie jest zbie»ry nazywamy rozbie»n)lgn
Warunek konieczry zbie»no+cka»degoszeregu L_; up jestto, »ely jegowyraz ogélnyU,
di»y? do zera.limy;  u, =0

15. Kryteria porownawcze, d'Alem berta (tylk o wyp owied!) i Cauchy'ego
zbie»nozci szeregbw o wyrazac h nieujemn ych wraz z dowodami

15.1. kryterium poréwnawcze zbhie»nozci szeregéw

Jexeli dla ka»degoszereguP %zl Un, gdzie u, - 0, mo»nawskaza¢ taki szeregzbie»ry
11 Vn, »€POCZiWszy od pewnegomiejscaN (tzn. dla ka»degon - N) zadodzi nieréwnoz¢
Un = Vp, to Szereg 1., up jest rowniex» zbie»ry.
Dowdd:

b ) 9nlli1m Sy = sup,oNSh
n=1 :

8nanan — by

88n_'S_n

_ _ R
8n2NSn - Sn - SuanNSn ) 9n||l{n Sn <+1 ( ) h'| ]eS'[ Zb|e»ry
' n=1
15.2. kryterium poréwnawcze rozbie»notci szeregdéw

. P . . P .
Jex»elidla ka»degoszeregu %zl Un, mo»nawskazactaki szeregrozbie»ry %:1 Vn, gdzie
Vv - 0, »e poczjwszy od pewnegomiejscaN (tzn. dla ka»degon - N) zadodzi nieréwnoz¢
Un - Vn, tO Szereg :_; un jest rowniex rozbiexry.

8



15.3. Kryterium d'Alem berta zbie»noxci szeregow

Un+1
8n2onN
Ny

—|p<1

n

15.4. Kryterium d'Alem berta rozbie»notci szeregbéw

Un+1

8n2N U -1

n

15.5. Kryterium Cauchy'ego zbie»noxci szeregow

E m =g<p< 1
. P . L ) . _ .
Dowdd: Niech ﬁzl an bjdzie szeregienliczbowym orazniech g.= limnip R a,. Poniewa»
g< 1,wijc istnieje p2 R, »eg< p< 1. Zatemistnieie N 2 N, »e "a, - pdlan- N.Zatem

a,-p" da n- N
Poniewa» p 2 (0;1), vig':c z w?asnozcidla szeregugeometrycznego(jexli 0 < jg < 1

szeregjest zbie»ry) szereg L., p" jest zbie»ry. Stid i z kryterium poréwnawczegoszeregdv

dostajemy zbie»notlszeregu i, a,

15.6. Kryterium Cauchy'ego rozbie»noxci szeregow

T

16. Zastosowanie kryterium asymptot ycznego do badania zbie»nozxci

szeregow:
*
1 cog E)
n=1
R 1
1 cos(p=)
n=1 n

: : P P :
17. Zastosowania kryteriumg y 185 <0 () = i 2@x < 1" do badania

zbierznoxci szeregéw ., 1=ni !, 1=r?

18. Wyp owiedzi kryterium Diric hleta oraz Leibniza dotyczjcyc h
zbie»nozci szeregbw 0 wyrazac h dowolnych

18.1. Kryterium Leibniza zbie»noxci szeregow

8n>N JUn + 1] = JUnJ

9



8n<N nl”:n Un = O

18.2. Kryterium Diric hleta zbie»noxci szeregow

, , . . P , '
je»elia, nierosnjcy, a, ! 0,n! 1, b, ograniczory, to % oan by jest zbie»ry.

19. Zastosowanie kryterium Diric hleta do badania zbie»nozci szeregu:

sin((n 1) =2)
n=1

20. Denicja punktu skupienia zbioru A R

Def. MOwimy, »ea jest punktem skupieniazbioru D, jezlidla dowolnego” > O w przedziale
(a ";a+ ") le»j punkty zbioru D ré»neod a. a { punkt skupieniazbioruD () 8"> 0:
(a ma+")\'Dna6 0

21. Denicja granicy funkcji f :A! R w punkcie skupienia zbioru A.
(Cauc hy'ego i Heinego)

21.1. Denicja Cauchy'ego

Niech f: X ! R, gdzieX R orazniet a;xo 2 R.
Méwimy, »eliczba a 2 R jest granicj w sensie Cauchy'ego funkcji f w punkcie xo, gdy
zadodzj dwa warunki:
1. Xg jest punktem skupienia zbioru X
2. dla ka»dego" > O istnieje > 0, »edla ka»degox 2 X takiego, »e0 < jx Xqj <
zadodzi jf (x) aj < ". Fakt ten zapisujeny

x'!'”Qof x)=a
De nicj; mo»nazapisa¢tak:

Jm f(x)=2a () 8>09>08aex 0<jx xij< ) jf(x) a<")

21.2. Denicja Heine'go

Niechf: X ! R, gdzieX R orazniedth a;xg2 R.
Méwimy, »eliczba a 2 R jest granici w sensie Heine'ego funkcji f w punkcie xq, gdy
zadodzj dwa warunki:
1. Xg jest punktem skupienia zbioru X
2. dla ka»degocijgu (Xp)n2n X takiego, »exp 6 Xg dlan 2 N orazlimy, X, = Xg
zadhodzi limn, - f(xp) = a
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22. Twierdzenia o granicy sumy, iloczynu i ilorazu funk cji z dowodami

Niech b= limy, of (X);c= limy a9(x).

22.1. suma

Nale»ywykaza¢,»elimy 5 (f (X) + g(x)) = b+ c.

Ustalamy " > 0. Szukamy takiefj > O0.by dlax 2 (a ;a+ )\ D na zadhodzi?o
f(X)+g(x) 2 (b+c " b+ c+ ™). Skorolimy 5f(x) = b, to (dla naszegoustalonego")
istnieje > 0,taka»edlax2 (a ;a+ )\ Dna f(xX)2(b ";b+™").

Podobnie9 , > Otaka, »edlax 2 (a 2;a+ 2)\ Dnag(x)2(c ";c+™").

Wiemy, »e = min(dy;dp). Wtedy dlax 2 (a ;a+ )\ Dnaib "< f(x)<b+"
orazc "< g(x)<c+ ".Pododaniub+c 2'<f(X)+ g(xX)<b+c+ 2" f(x)+ g(x)?2
(b+c 2% b+ c+ 2'). Otrzymalitmy 2" zamiast ", ale to nie szkodzi, bo mamy lemat o
epsilonach(9c > 08" > QOexists > 08x 2 (a ;a+ )\ Dna:f(x)2(b c¢ ";b+c "),
limy; af (x) = b)

22.2. iloczyn

Nale»ywykaza¢,»elimy a(f (x) g(x)) = b c
Ustalmy " > 0. Szukamy takiefj > O, by dlax 2 (a ;a+ )\ D na zadhodzi?o
f(x) gx)2( ¢ "b c+") DALE] W KSERZE!

22.3. iloraz

cf (x) bg(x):

Ustalamy " > 0, Szukamy . Szacujeny jf (x)=g(x) b=¢ = | TGO

je(f (x) b+ blc g(x))j — jcif (x) bi+jbjg(x) ¢
jelfg()i ~Idig)] '
Wiemy, »e"; = % > 0. Z de nicji granicy (zastosavanej do c) 9 370, taka »e 8x 2
(@ sa+ 3)\ Dna:jg(x) ¢<
8 Yy2RIX yi-dixpogvi
jax) - jjgx) - g jax)j
Zatem: jg jo(x)j < &, tzn. jo(x)j > 2

Szacujeny chq"éb’ = z(j‘J?jqujbj)", dax2(a ;a+ )\ Dna gdzie = min( 1 2; 3)
2

Icig(x)]

23. Denicja funkcji cij g%¢j w punk cie i wyp owied! podstawowych
twierdze« o funk cjach cij g2ych

23.1. cij g®o¢
Mowimy, »ef jest cij g%aw punkcie a 2 D, je»eli zadhodzi:
8">09 >0:82D\ (a ;a+ ):f(x)2(f(ad "“f(@+")

Spostrze»enieJexelif jestcijg?aw ai a jest punktem skupieniazbioru D, to limy 5f (X) =
f(a)

11
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23.2. Podstawowe twierdzenia o cij g2ozci

Za?o»eniaD R;f :D! R;g:D! R
1. Jex»elif i gsjcijglewpunkciea2 D tof +g;f g;f gif=gdlag6 Ote»sjcijgiew a
2. Jexelif igsjcijg?ewD,tof +g;f ¢g;f g;f=g6 0te»sj cijgdew D

24. Dowad, »efunkcje f(x) = 1i f(x) = X sj cij g2
25. Przyk?ady funkcji cij g2ych (wielomian y, funk cje wymierne)
26. Dowdd, »e funk cja f (x) = jxj jest cij gda w dowolnym punk cie x 2 R

27. Denicja pochodnej funk ciji

Niech X R bldzie zbiorem niepustym, f : X | R oraz niech xg 2 X
Funkcj; okrexlonjwzorem

0= 100100,

T X2 X nfx
Xo 09

nazywamy iloczynemré»nimwym funkciji f w punkcie X .

Méwimy, »efunkcja ma pochodj w punkcie Xg lub, »ejest ré»niczlkowalnaa w punkcjie xg
gdy istnieje sko«czonagranica ilorazu ro»nicavegow punkcie xo. Przez pochadn; funkcji f w
puncie Xo rozumierny liczb! rzeczywistj oznaczonif 4xo), réwn;j granicy ilorazu ré»nicavego
w punkcie Xo, to znaczyf {xo) = limy x, "' (X).

28. Dowad twierdzenia, »e funk cja majjca pochodnj w punk cie jest w tym
punk cie cij ga

Istnieje f Ya) = limy, o (%1 1@

De niujemy nowj funkcjj (x a)

(
T @ gdy f9a);x 2 Unfag
0 gdy x = a

f(x) f(@ fa(x a)= (x a)x a),tzndlaxé6 af(x)="f(a)+fYa)(x a)+
(x a(x a
Dla x = a: lewa strona = f (a), prawa strona = f (a)
f=f@+f@)x a+ (x a(x a)
obliczamy
2

3
lim £ (x) = Xn!ma?f (a) + f Ya) fx_£€3+ I%g_a? Fx—iﬁ—a?g - t(a)
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29. Dowdd faktu, »e funk cja f (x) = jxj nie ma pochodnej w punk cie x = 0

f(X)=jxj;x2R (
#= Ty Gayxeo
a=0,limy X9
im X = jim %o

x! ot X x! 0t X

. iXj . X

lim XI_ im —= 1
x! 0 X x! 0t X

Granica nie istnieje, czyli funkcja jxj nie jest ro»niczkowalna w 0.

30. Twierdzenia o ro»niczk owalnoxci sumy, ilo czynu, ilorazu wraz z
dowodami

30.01. (u v)9=ud O
wprost z twierdzenia o granicy sumy lub ro»nicy funkciji

30.0.2. (uv)?= u%+ u®

(fogx) (fo(a) _ F(xax) f@gl@ _ f(x)g9x) f(@gkx)+f(@gkx) f(@g(@) _
X a X a X a

= wg(x) + Wf (@) = f {@a(a) + g¥a)f (a)

g(x) = g(a) (z twierdzeniao cij g2o*cif. ré»niczkowalnych), wilc
f Ya)g(a) + g¥a)f (a)
30.0.3. (u=v)0= Ui

0 . L .
Wystarczy obliczy¢ é (a) i zastosava¢ do twierdzenia o iloczynie.

F_e 1
9
f o 2(x g(a)_ﬁ ﬁ , . .
p (@) = 9 < ; = S a) wspoiny mianownik dla g(x)g(a) 6 0
g@ a9x) _ gx) 9@ _ 9x) o9& 1 _ a) 1 _ d%
(x  ag(c)g(a) (x ag(x)g(a) x a g(x)ga) (9(@)?  (9(a))?
Fo T 1 g%a) _ %)@ f(a)g¥a)
g ~ g @71 5@ gzt (9(a)?
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31. Wyp owied* twierdze« o pochodnej z2o»enia funk cji i pochodnej funk cji
odwrotnej

| Jeveliy = (f (g(x)), u= (g(x) to: & = ¢ o

X=Xo u=up d XEXO
| Pochodna funkcji odwrotnej = odwrotno+¢pochodnej: 9% = dy , je»elidy=dx 6 0

dy dx
czyli (f 1)0= A~ (1f

32. Zastosowanie tw. o pochodnej funk cji odwrotnej do obliczenia
pochodnej funk cji arcsin(x)

f:[ =2, =2]!" [ L;1], f(x) = sin(x), dla x 2 [ =2; =2]jest homeomor zmem i
funkcjj odwrotnj do niej jest arcsin. Pochodj sinw [ =2; 2] jest cos,przyjmujjca w tym
przedziale wartoxci dodatnie.

q__
f(x) = sin(x)) f9x)=cosk)= 1 sin%(x)

a wijc
. 1 1
(arcsinx)’= ¢ = p :
1 sin?(arcsinx) 1 x

33. Twierdzenia Rolle'a, Lagrange'a z dowodami

33.1. Rolle
Z:f :[a;b! R:1 >a>Db+1,f cijgiaw [a;b], ro»niczkowalna w (a;b), f (a) = f (b)

Tw: 9c2 (a;b):fqc) = 0
f :[ab! Rcijg?a,wic f ([a;b]) = [s;t], wtedy s = minp,g f;t = maxpy f

1. s=t wtedy f {constansif%= 0w (a;b)

2. s < t, wtedy istniejj p:q2 [a;b] : f(p) = sif(g =1t (p6 g bos & t). Przynajmniej
jeden z punktow p, g musi le»e¢w przedziale (a;b) (bo f (a) = f (b), zaxf (p) 6 f (q)),
Niech c bldzie tym z punktéw p, g, ktory le»yw (a;b). Wtedy w cf ma ekstremum (nawet
globalne) i z Warunku Koniecznegoistnienia ekstremum f 4c) 0

33.2. Lagrange

Zafo»enia:l < a<b<+1,f :[ab! R,f cijg?aw [a;b], ré»niczkowalna w (a;b).
Twierdzenie:

9cz(a;b):w:f°(c)

Dowadd: wystarczy w dowodzie tw. Cauchy'ego przyji¢ g( ) = x;x 2 [a;b]
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34. Wyp owied! tw. Cauchy'ego i regudy de I'Hospitale'a

34.1. Cauchy

Zafo»enia:l < a< b+l ,f:[abh! R,gla;b! R;f,gcijg*w ] a;b], ro»noczkowalne
w (a;b), g°6 0w (a;b).

f(h f(a _ fY9

%2 (@D yh o@ - oo

34.2. I'Hospitale
Zafo»enia:l < a<b<l1,f:[ab! R,g:[ab)! R,f cijgitaw [a;b), ro»niczko-
walnaw (a;b), g6 0i g°6 Ow (a; b) f(a)— Oig@=0
Twierdzenie: Je»eliistnieje limy, 5+ f—o% to istnieje limy, o+ g§x§ i obiete granicesij rowne,
tzn . £ %0
) _ iy X

X!I’2+ g(x) x! a* gO(X)

35. Zastosowanie tw. Lagrange'a do badania ekstremo w lokalnych i
monotonicznozci funk cji z dowodami

36. De nicja pochodnych wy»szych rzjd6 w i wyp owied! wzoru Taylora

36.1. pochodne wy»szych rzjdé6 w

Jexelif jest k-krotnie ré»niczkowalna w zbiorze U i k-ta pochodna funkcji f (tzn. funkcja
f:u3x! f&(x)2R)jestrorniczlowalnaw a2 U, to méwimy, »ef jest (k+ 1) krotnie

0
ré»niczkowalna w a i oznaczany f *1) (a) = () “(a)

36.2. Tylor

Jex»lif ré»niczkowalna w a, to
fx)=f(@+fqx a)+ (x a) (x a)

gdzie (x a)! O, czyli resztadj»y do 0.
Je»elioznaczyth := x a, to

f(a+thy=f(@+f%) h+h (h)
Jexlif cijg2aw [a;b] i ré»niczkowalna w (a;b) to
f( f(a="fY)(b a)ztw. Lagrange'a
f(h=f@+fYx a)
Wielomian Taylora dla f n-krotnie ro»niczkowalnej w a
0@ |,
[

i=0

Taf (h) =
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37. Wyp owied! twierdze« dotyczjcyc h badania ekstremé6 w lokalnych i
wypuk2oxci funk cji przy pomocy pochodnej

1. f(x) dwukrotnie ré»niczkowalna w [b;c], f °¥x) > 0 to f (x) jest wypuk?a.
2. f (x) dwukrotnie ré»niczkowalna w [b;c], f °¢x) < 0 to f (x) jest wkl!s?a.

38. Denicja ca®ki gornej i ca?ki dolnej z funk cji ograniczonej w przedziale

[a; b]

38.1. Denicja dolnej i gornej da2ki Darb oux

Niech f bjdzie ograniczoni funkcjj rzeczywistj okrexlonj na przedziale[a;b]. Oznaczany
przezU(f ) zbiér wszystkich gérnych sum Darboux U(B ;f) oraz przezL(f ) zbiér wszystkich
dolnych sum Darboux L((B);f ), gdzie B przebiegawszystkie podzia®y przedzia2u [a; b].
| liczb} supL (f) nazywamy dolnj ca®q Darboux funkcji f w przedziale[a; b
| liczb} infU(f) nazywamy gornj ca? Darboux funkcji f w przedziale[a; b]

39. Denicja caki oznaczonej z funk cji ograniczonej i dowdd faktu, »e
funk cja cij g2a jest ca?kowalna

39.1. Denicja ca®ki Riemanna (ca®ki oznaczonej)

Niech f bjdzie ograniczonj funkcjj rzeczywistj okrexlonj na przedziale[a;b].
Méwimy, »efunkcja f jest ca®kowalna w sensieRiemannaw przedziale [a;b] lub, »ejest
cakowalna w przesziaaIe[a; b, gc& dolna i gorna ca®ka Darboux funkcji f w przedziale[a; b

Sj réwne, to znaczy_abf (x)dx = ;’f (x)dx

39.2. Dowdd twierdzenia

Twiedzenie: Ka»da funkcja cij g%a w przedziale domkijit ym jest ca®kowalna w sensieRie-
mannaw tym przedziale.

Dowadd: Niech f bjdzie funkcjj cijg?j w przedziale[a;b]. Wowczasfunkcja f jest jedno-
stajnie cijg®a w [a;b]. Wemy dowolne " > O i niech > O bjdzie takie, »e dla ka»dydh
x%x992 [a; b zachodzi

O X< ) Y F0i< 5

Niech B = (Xp;:::;Xn bldzie podzia?emprzedzia®u[a;b], takim, »e (B) < . Oznaczgjc

M; = supf ([xi 1;%i]); mij = inff ([X; 1;%j]) dla i=1;:::;n

dostajemy
M miﬂZ(b ) dla i=1;:::;n
Zatem
X
uB;f) L(B;f)= Mi mp)(xi X 1) < Xi X 1) = (b &)=
i=1 b i=1 b
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Cowobectwierdzenia»€e8-s 09 > 08podziatuB przedziatu[a;h takiego,»e (B) < zadodzi U(B;f)
L(B;f) < " daje tez,.

40. Waasnozxci ca®ki oznaczonej z dowodami

41. De nicja funkcji pierw otnej i dowod podstawowego twierdzenia
rachunku ca?kowego

41.1. funk cja pierw otna

Niech f bldzie funkcjj okrexlonj na przedziale P. Méwimy, »efunkcja F: P | R jest
funkcjj pierwotn; funkgcji f w przedziale P, gdy F jest funkcjj ré»niczkowalnj i F {x) = f (x)
dlax2P.

42. Twierdzenie o ca®kowaniu przez czltci dla ca?ek oznaczonych i
nieoznaczonych z dowodem

Twierdzenie: Niech P bjdzie przedzia®em,oraz niech f, g bldj funkcjami ré»niczkowal-
nymi w przedziale P. Jetlifunkcja f g° ma w przedziale P ca?k nieoznaczoni,to funkcja
f9 g maw przedzialeP ca?k nieoznaczonijoraz

Z Z
fO gdx = fg f glix

42.1. podstawowe twierdzenie rachunku ca®kowego

Jexelifunkcja f ma w przedziale[a; b] funkcj} pierwotnj F: [a;b]! R orazf 2 R([a;h]),
to 7
b
fdx=F(b) F(a)
a

R
Dowdd: Niech A = ;f dx. Welmy dowolne " > 0. Z twierdzenia o funkcji rzeczywistej
okrexlonejna przedziale [a; b, istnieje > O takie, »edla ka»degopodzia®y B = (Xo;:::;Xn)

przedzia®u [a;b] o xrednicy mniejszej od oraz ka»degocij gu punktow t; 2 [x; 1;Xi];i =

xn
A F()(xi X 1) <"
i=1

wijc
X X
F(b F@= (Fxi) FMi )= f)X X 1)
i=1 i=1
Zatem wynika, »e
JA- (F(b F(a) <"

Stid i z dowolnozci" > 0 dostajemy A = F(b) F(a). To daje tez|
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43. Twierdzenie o0 ca?kowaniu przez podstawienie dla ca?ek oznaczonych i
nieoznaczonych z dowodem

Twierdzenie: Niech P, Q bidj przedzia®?amioraz niech' : Q! R bjdzie funkcjj ré»nicz-
kowalnj takj, »e' (Q) P. Jezlifunkcjaf maw przedzialeP ca®k nieoznaczonjto funkcja
f ' ' 9maw przedzialeQ ca®k nieoznaczonjoraz

Z Z
forx) " Yx)dx = f()dt ' (x)

44. De nicja ca®ki niew?atciwej. Wyp owied! kryteri6 w zbie»nozxci ca?ek
niew2asciwyc h

44.1. denicja caki niew?atciw ej

De nicja ca?kifunkcji w przedziale[a;+ 1 ). Niech f bjdzie funkcjj okrexlonjw przedziale
[a;+1 ). Jexlidla ka»dego > a funkcja f jest ca®kowalna w sensieRiemannaw przedziale
[a; ] orazistnieje sko«czonagranica

Z
A= lim f dx
' +1 g
to liczb; A nazywamy ca?k niew?atciy Riemannaw przedziale[a;+1 ), lub ca®k niew?a-
xciw funkcji f w przedziale[a: + 1 ) i oznaczany
f dx
a
Wtedy méwimy, ze ca®ka jest zbie»nado A.
Analogicznie okrexlany ca®k niew?ajciwj w przedziale(1 ;h).

44.2. kryteria zbie»nozxci ca®ek niew?atciwyc h

| jexli granica A nie istnieje lub jest niesko«czona,to méwimy, »e ca®ka niew?atciva jest
rozbie»nalub, »e nie istpieje
| jexli zbie»najest ca?ka a"l jf jdx, to méwimy, »e ca®ka jest bezwzglldnie zbie»na
| je»elica®a jest zbie»nalecz nie jest zbie»nabezwzglidnie, to méwimy, ze ca®ka jest wa-
runkowo zbig»na. .
+

o R . . R . ,
| jexelicadka C+1 fdx lub ¢ fdx jestrozbiesnato ca®a ;- fdx jest rozbie»na.
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