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1. De�nicja funk cji, injek cji, bijek cji, surjek cji, fukncji odwrotnej, zªo»enia
funk cji

1.1. funk cja

Funkcja jest relacj¡, w której pierwszy argument jednoznaczniewyznaczadrugi.

8a 2 A ^ 8b;b0 2 B :
�
(aRb) ^

�
aRb0�� ) b = b0

. Zbiór A to dziedzina funkcji , zbiór B to przeciwdziedzina (zbiór warto±ci) funkcji.

1.2. injek cja

Syt. X , Y - zbiory. D � X ; f : D ! Y
Def. Mówimy, »¦ funkcja jest injekcj¡ (funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡) je»eli:

8x1; x2 2 D : f (x1) = f (x2) ) x1 = x1

inaczej: x1 6= x2 ( ) f (x1) 6= f (x2)
Spostrze»eniepraktyczne: dla funkcji ze zbioru D 2 R w R funkcja jest injekcj¡ ( )

8y0 2 R : prostaf (x; y0) : x 2 Dg przecina wykres co najwy»ej w jednym punkcie

1.3. suriek cja

Def. Mówimy, »efunkcja jest suriekcj¡ (funkcj¡ ÿna") je»eli zachodzi warunek

8y 2 Y 9x 2 D : y = f (x)

Przykªad: sin : R ! R nie jest suriekcj¡, bo np. dla y = 2 nie istnieje taki x, »e= sinx = 2.
Spostrze»eniepraktyczne. dla f : D ! R; D � R, F jest suriekcj¡ ( ) 8y0 2 R :

prostaf (x; y0)g przecina wykres funkcji co najmniej w jednym punkcje.

1.4. bijek cja

Def. Niech D � X ; E � Y oraz F : D ! E . Mówimy, »e funkcja jest bijekcj¡ (zbioru D
na zbiór E) je»eli funkcja jest równocze±nieinjekcj¡ i suriekcj¡.

1.5. funk cja odwrotna

Syt. X ; Y - zbiory, D � X ; E � Y , f : D ! E - bijekcja (to zakªadamy)
Def. Funkcj¡, która ka»demu y 2 E przyporz¡dkowuje punkt x 2 D , dla ka»degof (x) = y

nazywamy funkcj¡ odwrotn¡ do bijekcji f (t ylko bijekcja ma funkcj¦ odwrotn¡) i oznaczamy
f � 1

Stwierdzenie.Funkcja odwrotna do bijekcji jest bijekcj¡

1.6. zªo»enie funk cji

Zªo»eniemfunkcji f i g nazywamy g � f : A ! C tak¡, »e8a 2 A : (g � f )(a) = g(f (a))
Skªadaniefunkcji jest operacj¡ ª¡czn¡
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2. de�nicja restryk cji funk cji, obrazu, przeciw obrazu zbioru przez dan¡
funk cj¦

| restrykcja { Przypu±¢my, »e mamy A � X . Def: funkcj¦ f jA : A 3 x ! f (x) 2 Y
nazywamy zaw¦»eniem (restrykcj¡) funkcji f do zbioru A.

| obraz { Niech A1 � A. Zbiór f (A1) = f f (a) : a 2 A1g nazywamy obrazem zbioru A1

| przeciwobraz { Niech B1 � B . Zbiór f � 1(B1) = f a 2 A : f (a) 2 B1g nazywamy przeciwo-
brazem zbioru B1

3. De�nicja i wªasno±ci ciaªa liczb rzeczywist ych (ciaªo up orz¡dk owane,
wªasno±¢ g¦sto±ci, kresu górnego

3.1. Zbiór R - poj¦cie podsta wowe

1. w R s¡ dwa dziaªania wewn¦trzne ÿ+" i ÿ�". R z tymi dziaªaniami jest tzw ciaªem
2. w R jest porz¡dek zgodny z dziaªaniami. tzn.

x < y ^ z > 0 ) x � z < y � z

x < y ^ z x + z < y + z

3. R jest g¦sty, tzn. 8x; y 2 R; x < y 9z 2 R : x < z < y
4. Aksjomat ci¡ gªo±ci(zupeªno±ci)

| Tw. je»eliA � R i A jest niepusty i ograniczony z góry (tzn. 9m 2 R 8a 2 A a ¬ m),
to zbiór wszystkich ogranicze«górnych zbioru A (tzn. m takich jak wy»ej) ma element
najmniejszy, który oznaczamy supA (supremum)

| Tw. je»eliA � R i A jest niepusty i ograniczony z doªu , to zbiór wszystkich ogranicze«
dolnych zbioru A ma element najwi¦kszy , który oznaczamy inf A (in�n um)

4. De�nicja liczb zespolonych oraz dodawania i mno»enia w zbiorze liczb
zespolonych

Liczba zespolona to para uporz¡dkowana: C = R � R
| (x1; y1) + (x2; y2) = (x1 + x2; y1 + y2)
| (x1; y1) � (x2; y2) = (x1 � x2 � y1 � y2; x1 � y2 + x2 � y1)

Niech z = a + ib b¦dzie liczb¡ zespolon¡:
1. a nazywamy cze±ci¡ rzeczywist¡, a b cz¦±ci¡ urojon¡ liczby z. Stosujemy oznaczeniaa =

< z; y = = z
2. Liczb¦ a � ib nazywamy sprz¦»eniem zespolonym liczby z i oznaczamy �z
3. Liczb¦

p
a2 + b2 nazywamy moduªem liczby z i oznaczamy jzj

4. z 6= (0; 0): ka»d¡ liczb¦ rzeczywist¡ ' tak¡, »e a
jzj = cos' , b

jzj = sin ' nazywamy argumen-
tem liczby z i oznaczamy arg z

5. De�nicja równoliczno±ci zbioró w, zbiory sko«czone i przeliczalne

1. równoliczno±¢{ zbiory A i B s¡ równoliczne, je±li istnieje bijekcja f : A ! B , piszemy
wówczasA � B
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2. zbiór sko«czonyNiech n = f 0; 1; : : : ; n � 1g oznaczazbiór liczb naturalnych mniejszych
od n.
Def. Zbiór A jest zbiorem sko«czonym, jesli istnieje liczna naturalna n 2 N taka, »eA � n.
Mówimy wówczas,»ezbiór A ma n elementów.

3. przeliczalno±¢{ Zbiór A jest przeliczalny, gdy A jest sko«czony lub jest równoliczny ze
zbiorem liczb naturalnych.

6. Wªasno±ci funk cji jxj z dowodami

jxj =

(
x gdy x ­ 0
� x gdy x < 0

| jxj ­ 0
| jxj = j � xj
| jxj =

p
x2

| jx � yj = jxj � jyj
| y 6= 0 :

�
�
� x

y

�
�
� = jx j

jyj

| jx � yj = jy � xj

UZUPEŠNI‚! BRAK DOWODU!

7. De�nicja ci¡ gu liczb owego i granicy ci¡ gu. Przykªad ci¡ gu, który nie ma
granicy

| ci¡g { 8n 2 N; a 2 R : n ! a , ka»dejnaturalnej jedna rzeczywista
| zbie»ny{ ci¡ g un ma granic¦ g: lim n!1 un = g
| rozbie»nydo �1 { ci¡ g un ma granic¦ g: limn!1 un = �1

Przykªad ci¡ gu nie maj¡cego granicy: f ang = (� 1)n , f ang = n � (� 1)n

8. Dowód twierdzenia o jednoznaczno±ci granicy ci¡ gu liczb owego oraz
faktu, »e ci¡ g zbie»ny jest ograniczon y

9. Twierdzenia o granicy sumy, ilo czynu, ilorazu ci¡ gów zbie»nych wraz z
dowodami

| f ag ! a ^ f bg ! b ) f an + bng ! a + b
| f ag ! a ^ f bg ! b ) f an � bng ! a � b
| f ag ! a ^ f bg ! b 6= 0 ) f an=bng ! a=b

Dowód: Z zaªo»enia,»e lim n!1 an = a; lim n!1 bn = b, oraz wªasno±cijan � aj < " oraz
jbn � bj < " , dla ka»dego� > 0 istnieje N (� ) 2 N takich, »e dla n 2 N: n > N (� ) zachodzi
jan � aj < � oraz jbn � bj < �
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| suma { We¹my dowolne " > 0 z zaªo»enia(o � ) dla n 2 N; n > N ( "
2) mamy:

j(an + bn ) � (a + b)j ¬ jan � aj + jbn � bj <
"
2

+
"
2

= "

co ko«czy dowód
| iloczyn { We¹my dowolne " > 0. Niech w my±l wªasno±ci,»eka»dy ci¡ g liczbowy zbie»ny

jest ograniczony, M > 0 b¦dzie takie, »ejbn j < M dla wszystkich n 2 N. Wtedy z wªasno±ci
o po»¡dku (an ¬ bn ( ) a < b) dostajemy, »ejbj ¬ M . Zwi¦kszaj¡c ewentualne M mo»na
zaªo»y¢,»ejaj < M . Wówczasz zaªo»eniadla n > N

� "
2M

�
:

jan bn � abj = j(anbn � abn ) + (abn � ab)j ¬ jan � ajjbn j + jbn � bjjaj <
"

2M
M +

"
2M

M = "

co ko«czy dowód
| iloraz { W my±l udowodnionej cz¦±ci o iloczynie, wystarczy pokaza¢,»e lim n!1

1
bn

= 1
b.

Poniewa» limn!1 bn = b oraz jbj > 0, wi¦¢ z zaªo»eniawynika dla n 2 N; n > N
�

jbj
2

�

mamy jb� bn j < jbj
2 , zatem jbj � jbn j ¬ jb� bn j < jbj

2 , czyli jbn j > jbj
2 . W konsekwencji

1
jbn j

<
2
jbj

dlan > N
�

jbj
2

�

We¹my dowolne " > 0. Wówczas dla n 2 N; n > N
�

" jbj2

2

�
mamy jbn � bj < " jbj2

2 , wi¦c

mamy dla n > max
n

N
�

" jbj2

2

�
; N

�
jbj
2

�o

�
�
�
�

1
bn

�
1
b

�
�
�
� =

jbn � bj
jbn jjbj

<
" jbj2

2
2

jbj2
= "

Co ko«czy dowód

10. Twierdzenia o trzec h ci¡ gach i o istnieniu granicy ci¡ gu rosn¡cego i
ograniczonego wraz z dowodami

10.1. t w. o 3 ci¡ gach

(an ¬ un ¬ bn ) ^ (f ang ! b; f bng ! b) ) f ung ! b
Dowód: z zaªo»enia,»e an ¬ bn ¬ cn dla prawie wszystkich n 2 N wynika, »e istnieje

N1 2 R zachodzi an ¬ bn ¬ cn . We¹my dowolne " > 0. Z de�nicja granicy ci¡ gu istnieje
N2 2 R, »edla n > N2 zachodzi jan � gj < " . Zatem dla n > max f N1; N2g mamy � "an � g
oraz cn � g < " , wi¦c

� " < an � g ¬ bn � g ¬ cn � g < "

To daje jbn � gj < " . Reasumuj¡c lim n!1 bn = g

7
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10.2. t w. o istnieniu granicy ci¡ gu rosn¡cego i ograniczonego

11. De�nicja ci¡ gu zbie»nego do + 1 oraz dowód tw., an ! + 1 ; bn

ograniczon y, to bn=an ! 0

12. Obliczanie granic ci¡ gów: cn ; (n)1=n; b1=n; n2=2n .

13. Wyp owied¹ warunku Cauchy'ego. Dowód faktu, »e ci¡ g speªnia j¡cy
warunek Cauchy'ego ma granic¦.

14. De�nicja zbie»no±ci szeregu liczb owego, warunek konieczn y zbie»no±ci
szeregu liczb owego

De�nicja: Niech
P 1

n=1 an b¦dzie szeregiemliczbowym. Mówimy, »eszeregten jest zbie»ny
gdy zbie»ny jest jegoci¡ g sum cz¦±ciowych (sn)1

n=1 . Je±lilimn!1 sn = s;s 2 R, to mówimy, »e
szereg jest zbie»nydo s i piszemy

P 1
n=1 an = s. Wtedy liczb¦ s nazywamy sum¡ tego szeregu.

Szereg,który nie jest zbie»ny nazywamy rozbie»nym.
Warunek konieczny zbie»no±cika»degoszeregu

P 1
n=1 un jest to, »eby jego wyraz ogólnyUn

d¡»yª do zera. lim n!1 un = 0

15. Kryteria porównawcze, d'Alem berta (t ylk o wyp owied¹) i Cauchy'ego
zbie»no±ci szeregów o wyrazac h nieujemn ych wraz z dowodami

15.1. kryterium porówna wcze zbie»no±ci szeregów

Je»eli dla ka»degoszeregu
P 1

n=1 un , gdzie un ­ 0, mo»na wskaza¢ taki szeregzbie»ny
P 1

n=1 vn , »epocz¡wszy od pewnegomiejscaN (tzn. dla ka»degon ­ N ) zachodzi nierówno±¢
un ¬ vn , to szereg

P 1
n=1 un jest równie» zbie»ny.

Dowód:
1X

n=1

bn ) 9 lim
n!1

Sn = supn2 NSn

8n2 Nan ¬ bn

8Sn ¬ Sn

8n2 NSn ¬ Sn ¬ supn2 NSn ) 9 lim
n!1

Sn < + 1 ( )
1X

n=1

bn jest zbie»ny

15.2. kryterium porówna wcze rozbie»no±ci szeregów

Je»elidla ka»degoszeregu
P 1

n=1 un , mo»nawskaza¢taki szeregrozbie»ny
P 1

n=1 vn , gdzie
vn ­ 0, »epocz¡wszy od pewnegomiejsca N (tzn. dla ka»degon ­ N ) zachodzi nierówno±¢
un ­ vn , to szereg

P 1
n=1 un jest równie» rozbie»ny.

8
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15.3. Kryterium d'Alem berta zbie»no±ci szeregów

8n2 N
un+1

un
¬ p < 1

15.4. Kryterium d'Alem berta rozbie»no±ci szeregów

8n2 N
un+1

un
­ 1

15.5. Kryterium Cauc hy'ego zbie»no±ci szeregów

n
p

un = g < p < 1

Dowód: Niech
P 1

n=1 an b¦dzie szeregiemliczbowym orazniech g = lim n!1 n
p

an . Poniewa»
g < 1, wi¦c istnieje p 2 R, »eg < p < 1. Zatem istnieje N 2 N, »e n

p
an ¬ p dla n ­ N . Zatem

an ¬ pn dla n ­ N

Poniewa» p 2 (0; 1), wi¦c z wªasno±cidla szeregugeometrycznego(je±li 0 < jqj < 1
szeregjest zbie»ny) szereg

P 1
n= N pn jest zbie»ny. St¡d i z kryterium porównawczegoszeregów

dostajemy zbie»no±¢szeregu
P 1

n=1 an

15.6. Kryterium Cauc hy'ego rozbie»no±ci szeregów

n
p

un ­ 1

16. Zastosowanie kryterium asymptot ycznego do badania zbie»no±ci
szeregów:

1X

n=1

�
1 � cos(

1
n

)
�

1X

n=1

�
1 � cos(

1
p

n
)
�

17. Zastosowania kryterium ÿ
P 1

n=1 an < 0 ( )
P 1

k=1 2ka2k < 1 " do badania
zbierzno±ci szeregów

P 1
n=1 1=n i

P 1
n=1 1=n2.

18. Wyp owiedzi kryterium Diric hleta oraz Leibniza dot ycz¡cyc h
zbie»no±ci szeregów o wyrazac h dowolnych

18.1. Kryterium Leibniza zbie»no±ci szeregów

8n>N : jun + 1j ¬ jun j

9
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8n<N : lim
n!1

un = 0

18.2. Kryterium Diric hleta zbie»no±ci szeregów

je»eli an nierosn¡cy, an ! 0, n ! 1 , bn ograniczony, to
P 1

n� 0 an � bn jest zbie»ny.

19. Zastosowanie kryterium Diric hleta do badania zbie»no±ci szeregu:

1X

n=1

sin((n � 1) � =2)

20. De�nicja punktu skupienia zbioru A � R

Def. Mówimy, »ea jest punktem skupieniazbioru D , je±li dla dowolnego" > 0 w przedziale
(a � "; a + ") le»¡ punkty zbioru D ró»neod a. a { punkt skupienia zbioru D ( ) 8" > 0 :
(a � "; a + ") \ D n a 6= 0

21. De�nicja granicy funk cji f : A ! R w punk cie skupienia zbioru A.
(Cauc hy'ego i Heinego)

21.1. De�nicja Cauc hy'ego

Niech f : X ! R, gdzie X � R oraz niech a;x0 2 R.
Mówimy, »e liczba a 2 R jest granic¡ w sensie Cauchy'ego funkcji f w punkcie x 0, gdy

zachodz¡ dwa warunki:
1. x0 jest punktem skupienia zbioru X
2. dla ka»dego" > 0 istnieje � > 0, »e dla ka»degox 2 X takiego, »e 0 < jx � x 0j < �

zachodzi jf (x) � aj < " . Fakt ten zapisujemy

lim
x! x0

f (x) = a

De�nicj¦ mo»nazapisa¢tak:

lim
x! x0

f (x) = a ( ) 8"> 09� > 08x2 X (0 < jx � x0j < � ) jf (x) � aj < ")

21.2. De�nicja Heine'go

Niech f : X ! R, gdzie X � R oraz niech a;x0 2 R.
Mówimy, »e liczba a 2 R jest granic¡ w sensie Heine'ego funkcji f w punkcie x 0, gdy

zachodz¡ dwa warunki:
1. x0 jest punktem skupienia zbioru X
2. dla ka»degoci¡ gu (xn )n2 N � X takiego, »e xn 6= x0 dla n 2 N oraz limn!1 xn = x0

zachodzi limn!1 f (xn) = a

10
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22. Twierdzenia o granicy sumy, ilo czynu i ilorazu funk cji z dowodami

Niech b = lim x! a f (x); c = lim x! a g(x).

22.1. suma

Nale»y wykaza¢,»elim x! a (f (x) + g(x)) = b+ c.
Ustalamy " > 0. Szukamy takiej � > 0. by dla x 2 (a � � ; a + � ) \ D n a zachodziªo

f (x) + g(x) 2 (b + c � "; b + c + "). Skoro lim x! a f (x) = b, to (dla naszegoustalonego")
istnieje � > 0, taka »edla x 2 (a � � ; a + � ) \ D n a, f (x) 2 (b� "; b+ ").

Podobnie 9� 2 > 0 taka, »edla x 2 (a � � 2; a + � 2) \ D n a g(x) 2 (c � "; c + ").
Wiemy, »e � := min (d1; d2). Wtedy dla x 2 (a � � ; a + � ) \ D n a: b � " < f (x) < b+ "

oraz c � " < g(x) < c + ". Po dodaniu b+ c � 2" < f (x) + g(x) < b+ c + 2", f (x) + g(x) 2
(b + c � 2"; b + c + 2"). Otrzymali±my 2" zamiast " , ale to nie szkodzi, bo mamy lemat o
epsilonach (9c > 08" > 0exists� > 08x 2 (a � � ; a + � ) \ D n a : f (x) 2 (b � c � "; b+ c � " ),
limx! a f (x) = b)

22.2. ilo czyn

Nale»y wykaza¢,»elim x! a(f (x) � g(x)) = b� c.
Ustalmy " > 0. Szukamy takiej � > 0, by dla x 2 (a � � ; a + � ) \ D n a zachodziªo

f (x) � g(x) 2 (b� c � "; b � c + ") DALEJ W KSERZE!

22.3. iloraz

Ustalamy " > 0, Szukamy � . Szacujemy jf (x)=g(x)� b=cj = j cf (x)� bg(x)
cg(x) j = jcf (x)� bc+ bc� bg(x)j

jcjj g(x)j =
jc(f (x)� b)+ b(c� g(x)) j

jcjj g(x)j = jcjj f (x)� bj+ jbjj g(x)� cj
jcjj g(x)j .

Wiemy, »e "1 = jcj
2 > 0. Z de�nicji granicy (zastosowanej do c) 9� 3?0, taka »e 8x 2

(a � � 3; a + � 3) \ D n a : jg(x) � cj < jcj
2

8x; y 2 R : jx � yj ­ jjxj � jyjj
jg(x) � cj ­ jjg(x)j � cj ­ jcj � jg(x)j
Zatem: jcj � jg(x)j < jcj

2 , tzn. jg(x)j > jcj
2

Szacujemy jcj" + jbj"

jcj j cj
2

= 2(jcj+ jbj)
jcj2 " , dla x 2 (a � � ; a + � ) \ D n a, gdzie � := min (� 1; � 2; � 3)

23. De�nicja funk cji ci¡ gªej w punk cie i wyp owied¹ podstawowyc h
twierdze« o funk cjach ci¡ gªych

23.1. ci¡ gªo±¢

Mówimy, »ef jest ci¡ gªa w punkcie a 2 D, je»eli zachodzi:

8" > 09� > 0 : 8x 2 D \ (a � � ; a + � ) : f (x) 2 (f (a) � "; f (a) + ")

Spostrze»enie:Je»eli f jest ci¡ gªa w a i a jest punktem skupienia zbioru D , to lim x! a f (x) =
f (a)

11
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23.2. Podsta wowe t wierdzenia o ci¡ gªo±ci

Zaªo»enia:D � R; f : D ! R; g : D ! R
1. Je»eli f i g s¡ ci¡ gªew punkcie a 2 D to f + g; f � g; f � g i f =g dla g 6� 0 te» s¡ci¡ gªew a
2. Je»eli f i g s¡ ci¡ gªew D, to f + g; f � g; f � g; f =g 6� 0 te» s¡ ci¡ gªew D

24. Dowód, »e funk cje f (x) = 1 i f (x) = X s¡ ci¡ gªe

25. Przykªady funk cji ci¡ gªych (wielomian y, funk cje wymierne)

26. Dowód, »e funk cja f (x) = jxj jest ci¡ gªa w dowolnym punk cie x 2 R

27. De�nicja pochodnej funk cji

Niech X � R b¦dzie zbiorem niepustym, f : X ! R oraz niech x0 2 X
Funkcj¦ okre±lon¡ wzorem

' (x) =
f (x) � f (x0)

x � x0
; x 2 X n f x0g

nazywamy iloczynemró»nicowym funkcji f w punkcie x0.
Mówimy, »efunkcja ma pochod¡ w punkcie x0 lub, »ejest ró»niczkowalnaa w punkcjie x0

gdy istnieje sko«czonagranica ilorazu ró»nicowegow punkcie x 0. Przez pochodn¡ funkcji f w
puncie x0 rozumiemy liczb¦ rzeczywist¡ oznaczon¡ f 0(x0), równ¡ granicy ilorazu ró»nicowego
w punkcie x0, to znaczy f 0(x0) = lim x! x0 ' (x).

28. Dowód twierdzenia, »e funk cja ma j¡ca pochodn¡ w punk cie jest w tym
punk cie ci¡ gªa

Istnieje f 0(a) = lim x! a
f (x)� f (a)

x� a
De�niujem y now¡ funkcj¦ � (x � a)

� (x � a) =

(
f (x)� f (a)

x� a gdy � f 0(a); x 2 U n f ag
0 gdy x = a

f (x) � f (a) � f 0(a)(x � a) = � (x � a)(x � a), tzn dla x 6= a f (x) = f (a) + f 0(a)(x � a) +
� (x � a)(x � a)

Dla x = a: lewa strona = f (a), prawa strona = f (a)
f (x) = f (a) + f 0(a)(x � a) + � (x � a)(x � a)
obliczamy

lim
x! a

f (x) = lim
x! a

2

6
4 f (a) + f 0(a) (x � a)

| {z }
=0

+ � (x � a)
| {z }

=0

(x � a)
| {z }

=0

3

7
5 = f (a)

12
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29. Dowód faktu, »e funk cja f (x) = jxj nie ma pochodnej w punk cie x = 0

f (x) = jxj; x 2 R

jxj =

(
x gdy x ­ 0
� x gdy x < 0

a = 0, lim x! 0
jx j�j 0j

x � 0

lim
x! 0+

jxj
x

= lim
x! 0+

x
x

= 1

lim
x! 0�

jxj
x

= lim
x! 0+

� x
x

= � 1

Granica nie istnieje, czyli funkcja jxj nie jest ró»niczkowalna w 0.

30. Twierdzenia o ró»niczk owalno±ci sumy, ilo czynu, ilorazu wraz z
dowodami

30.0.1. (u � v)0 = u0 � v0

wprost z twierdzenia o granicy sumy lub ró»nicy funkcji

30.0.2. (uv)0 = u0v + uv0

(f g)(x) � (f g)(a)
x � a

=
f (x)g(x) � f (a)g(a)

x � a
=

f (x)g(x) � f (a)g(x) + f (a)g(x) � f (a)g(a)
x � a

=

=
f (x) � f (a)

x � a
g(x) +

g(x) � g(a)
x � a

f (a) = f 0(a)g(a) + g0(a)f (a)

g(x) = g(a) (z twierdzenia o ci¡ gªo±cif. ró»niczkowalnych), wi¦c

f 0(a)g(a) + g0(a)f (a)

30.0.3. (u=v)0 = u0v� uv0

v3

Wystarczy obliczy¢
�

1
g

� 0
(a) i zastosowa¢ do twierdzenia o iloczynie.

f
g

= f �
1
g

�
f
g

� 0

(a) =
1
g(x) � q

g(a)

x � a
=

1
g(x) � 1

g(a)

(x � a)
wspólny mianownik dla � g(x)g(a) 6= 0

g(a) � g(x)
(x � a)g(c)g(a)

= �
g(x) � g(a)

(x � a)g(x)g(a)
= �

g(x) � g(a)
x � a

1
g(x)g(a)

= � g0(a) �
1

(g(a))2 =
� g0(a)
(g(a))2

�
f
g

� 0

=
�

f �
�

1
g

�� 0

(a) = f 0(a) �
1

g(a)
+ f (a) �

� g0(a)
(g(a))2 =

f 0(a)g(a) � f (a)g0(a)
(g(a))2

13
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31. Wyp owied¹ twierdze« o pochodnej zªo»enia funk cji i pochodnej funk cji
odwrotnej

| Je»eli y = (f (g(x)), u = (g(x)) to:
�

dy
dx

� �
�
�
x= x0

=
�

dy
du

� �
�
�
u= u0

�
�

du
dx

� �
�
�
x= x0

| Pochodna funkcji odwrotnej = odwrotno±¢pochodnej: dx
dy =

�
dy
dx

� � 1
, je»eli dy=dx 6= 0

czyli (f � 1)0 = 1
f 0� (f � 1

32. Zastosowanie tw. o pochodnej funk cji odwrotnej do obliczenia
pochodnej funk cji arcsin(x)

f : [� � =2; � =2] ! [� 1; 1], f (x) = sin (x), dla x 2 [� � =2; � =2]jest homeomor�zmem i
funkcj¡ odwrotn¡ do niej jest arcsin. Pochod¡ sin w [� � =2; � 2] jest cos,przyjmuj¡ca w tym
przedzialewarto±ci dodatnie.

f (x) = sin(x) ) f 0(x) = cos(x) =
q

1 � sin2(x)

a wi¦c

(arc sinx)0 =
1

q
1 � sin2(arc sinx)

=
1

p
1 � x2

33. Twierdzenia Rolle'a, Lagrange'a z dowodami

33.1. Rolle

Z: f : [a;b] ! R : �1 > a > b+ 1 , f ci¡ gªa w [a;b], ró»niczkowalna w (a;b), f (a) = f (b)
Tw: 9c 2 (a;b) : f 0(c) = 0

f : [a;b] ! R ci¡ gªa, wi¦c f ([a;b]) = [s; t], wtedy s = min [a;b] f ; t = max[a;b] f

1. s = t wtedy f {constans i f 0 = 0 w (a;b)
2. s < t, wtedy istniej¡ p:q 2 [a;b] : f (p) = s i f (q) = t (p 6= q, bo s 6= t). Przynajmniej

jeden z punktów p, q musi le»e¢w przedziale(a;b) (bo f (a) = f (b), za±f (p) 6= f (q)),
Niech c b¦dzie tym z punktów p, q, który le»yw (a;b). Wtedy w c f ma ekstremum (nawet
globalne) i z Warunku Koniecznegoistnienia ekstremum f 0(c) � 0

33.2. Lagrange

Zaªo»enia:�1 < a < b < + 1 , f : [a;b] ! R, f ci¡ gªa w [a;b], ró»niczkowalna w (a;b).
Twierdzenie:

9c 2 (a;b) :
f (b) � f (a)

b� a
= f 0(c)

Dowód: wystarczy w dowodzie tw. Cauchy'ego przyj¡¢ g(� ) = x; x 2 [a;b]

14
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34. Wyp owied¹ tw. Cauchy'ego i reguªy de l'Hospitale'a

34.1. Cauc hy

Zaªo»enia:�1 < a < b+ 1 , f : [a;b] ! R, g[a;b] ! R; f , g ci¡ gªew [a;b], ró»noczkowalne
w (a;b), g0 6� 0 w (a;b).

9c 2 (a;b) :
f (b) � f (a)
g(b) � g(a)

=
f 0(c)
g0(c)

34.2. l'Hospitale

Zaªo»enia:�1 < a < b < 1 , f : [a;b) ! R, g : [a;b) ! R, f ci¡ gªa w [a;b), ró»niczko-
walna w (a;b), g 6� 0 i g0 6� 0 w (a;b), f (a) = 0 i g(a) = 0

Twierdzenie:Je»eliistnieje lim x! a+
f 0(x)
g0(x) to istnieje lim x! a+

f (x)
g(x) i obie te granices¡ równe,

tzn

lim
x! a+

f (x)
g(x)

= lim
x! a+

f 0(x)
g0(x)

35. Zastosowanie tw. Lagrange'a do badania ekstremó w lokalnych i
monotoniczno±ci funk cji z dowodami

36. De�nicja pochodnych wy»szych rz¦dó w i wyp owied¹ wzoru Taylora

36.1. pochodne wy»szyc h rz¦dó w

Je»eli f jest k-krotnie ró»niczkowalna w zbiorzeU i k-ta pochodna funkcji f (tzn. funkcja
f (k) : U 3 x ! f (k)(x) 2 R) jest ró»niczkowalna w a 2 U, to mówimy, »ef jest (k + 1) krotnie

ró»niczkowalna w a i oznaczamy f (k+1) (a) =
�
f (k)

� 0
(a)

36.2. T ylor

Je»li f ró»niczkowalna w a, to

f (x) = f (a) + f 0(x � a) + (x � a)� (x � a)

gdzie � (x � a) ! 0, czyli reszta d¡»y do 0.
Je»elioznaczy¢h := x � a, to

f (a + h) = f (a) + f 0(a) � h + h � � (h)

Je±li f ci¡ gªa w [a;b] i ró»niczkowalna w (a;b) to

f (b) � f (a) = f 0(c)(b � a)z tw. Lagrange'a

f (b) = f (a) + f 0(c)(x � a)

Wielomian Taylora dla f n-krotnie ró»niczkowalnej w a

Tn
a f (h) =

nX

i =0

f (i )(a)
i !

� hi

15
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37. Wyp owied¹ twierdze« dot ycz¡cyc h badania ekstremó w lokalnych i
wypukªo±ci funk cji przy pomo cy pochodnej

1. f (x) dwukrotnie ró»niczkowalna w [b;c], f 00(x) > 0 to f (x) jest wypukªa.
2. f (x) dwukrotnie ró»niczkowalna w [b;c], f 00(x) < 0 to f (x) jest wkl¦sªa.

38. De�nicja caªki górnej i caªki dolnej z funk cji ograniczonej w przedziale
[a;b]

38.1. De�nicja dolnej i górnej daªki Darb oux

Niech f b¦dzie ograniczon¡ funkcj¡ rzeczywist¡ okre±lon¡ na przedziale[a;b]. Oznaczamy
przezU(f ) zbiór wszystkich górnych sum Darboux U(B ; f ) oraz przezL(f ) zbiór wszystkich
dolnych sum Darboux L((B ); f ), gdzie B przebiegawszystkie podziaªy przedziaªu [a;b].
| liczb¦ supL(f ) nazywamy doln¡ caªk¡ Darboux funkcji f w przedziale[a;b]
| liczb¦ inf U(f ) nazywamy górn¡ caªk¡ Darboux funkcji f w przedziale[a;b]

39. De�nicja caªki oznaczonej z funk cji ograniczonej i dowód faktu, »e
funk cja ci¡ gªa jest caªkowalna

39.1. De�nicja caªki Riemanna (caªki oznaczonej)

Niech f b¦dzie ograniczon¡ funkcj¡ rzeczywist¡ okre±lon¡ na przedziale[a;b].
Mówimy, »e funkcja f jest caªkowalna w sensieRiemanna w przedziale [a;b] lub, »e jest

caªkowalna w przedziale [a;b], gdy dolna i górna caªka Darboux funkcji f w przedziale [a;b]

s¡ równe, to znaczy
Rb

a f (x)dx =
Rb

a f (x)dx

39.2. Do wód t wierdzenia

Twiedzenie: Ka»da funkcja ci¡ gªa w przedzialedomki¦t ym jest caªkowalna w sensieRie-
manna w tym przedziale.

Dowód: Niech f b¦dzie funkcj¡ ci¡ gª¡ w przedziale [a;b]. Wówczas funkcja f jest jedno-
stajnie ci¡ gªa w [a;b]. We¹my dowolne " > 0 i niech � > 0 b¦dzie takie, »e dla ka»dych
x0; x002 [a;b] zachodzi

jx0 � x00j < � ) jf (x0) � f (x00)j <
"

2(b� a)

Niech B = (x0; : : : ; xn b¦dzie podziaªemprzedziaªu [a;b], takim, »e� (B ) < � . Oznaczaj¡c

M i = supf ([x i � 1; x i ]); m i = inf f ([x i � 1; x i ]) dla i = 1; : : : ; n

dostajemy
M i � mi ¬

"
2(b� a)

dla i = 1; : : : ; n

Zatem

U(B ; f ) � L (B ; f ) =
nX

i =1

(M i � mi )(x i � x i � 1) <
"

b� a

nX

i =1

(x i � x i � 1) =
"

b� a
(b� a) = "

16
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Co wobectwierdzenia»e8"> 09� > 08podziaªuB przedziaªu[a;b] takiego,»e� (B ) < � zachodzi U(B ; f )�
L (B ; f ) < " daje tez¦.

40. Wªasno±ci caªki oznaczonej z dowodami

41. De�nicja funk cji pierw otnej i dowód podstawowego twierdzenia
rachunku caªkowego

41.1. funk cja pierw otna

Niech f b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ na przedziale P. Mówimy, »e funkcja F : P ! R jest
funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f w przedziale P, gdy F jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ i F 0(x) = f (x)
dla x 2 P.

42. Twierdzenie o caªkowaniu przez cz¦±ci dla caªek oznaczonych i
nieoznaczon ych z dowodem

Twierdzenie: Niech P b¦dzie przedziaªem,oraz niech f , g b¦d¡ funkcjami ró»niczkowal-
nymi w przedziale P. Je±li funkcja f � g0 ma w przedziale P caªk¦ nieoznaczon¡, to funkcja
f 0� g ma w przedzialeP caªk¦ nieoznaczon¡oraz

Z
f 0� gdx = f g �

Z
f � g0dx

42.1. podsta wowe t wierdzenie rachunku caªkowego

Je»eli funkcja f ma w przedziale[a;b] funkcj¦ pierwotn¡ F : [a;b] ! R oraz f 2 R([a;b]),
to Z b

a
f dx = F (b) � F (a)

Dowód: Niech A =
Rb

a f dx. We¹my dowolne " > 0. Z twierdzenia o funkcji rzeczywistej
okre±lonejna przedziale [a;b], istnieje � > 0 takie, »edla ka»degopodziaªy B = (x 0; : : : ; xn )
przedziaªu [a;b] o ±rednicy mniejszej od � oraz ka»degoci¡ gu punktów t i 2 [x i � 1; x i ]; i =
1; : : : ; n zachodzi �

�
�
�
�
A �

nX

i =1

f (t i )(x i � x i � 1)

�
�
�
�
�

< "

wi¦c

F (b) � F (a) =
nX

i =1

(F (x i ) � F (x i � 1)) =
nX

i =1

f (t i )(x i � x i � 1)

Zatem wynika, »e
jA � (F (b) � F (a)) < "

St¡d i z dowolno±ci" > 0 dostajemy A = F (b) � F (a). To daje tez¦

17
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43. Twierdzenie o caªkowaniu przez podstawienie dla caªek oznaczonych i
nieoznaczon ych z dowodem

Twierdzenie: Niech P, Q b¦d¡ przedziaªamioraz niech ' : Q ! R b¦dzie funkcj¡ ró»nicz-
kowaln¡ tak¡, »e' (Q) � P. Je±li funkcja f ma w przedzialeP caªk¦ nieoznaczon¡to funkcja
f � ' � ' 0 ma w przedzialeQ caªk¦ nieoznaczon¡oraz

Z
f � ' (x) � ' 0(x)dx =

� Z
f (t)dt

�
� ' (x)

44. De�nicja caªki niewªa±ciw ej. Wyp owied¹ kryterió w zbie»no±ci caªek
niewªasciwyc h

44.1. de�nicja caªki niewªa±ciw ej

De�nicja caªki funkcji w przedziale[a;+ 1 ). Niech f b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ w przedziale
[a;+ 1 ). Je±li dla ka»dego� > a funkcja f jest caªkowalna w sensieRiemanna w przedziale
[a; � ] oraz istnieje sko«czonagranica

A = lim
� ! + 1

Z �

a
f dx

to liczb¦ A nazywamy caªk¡ niewªa±ciw¡ Riemanna w przedziale [a;+ 1 ), lub caªk¡ niewªa-
±ciw¡ funkcji f w przedziale[a: + 1 ) i oznaczamy

Z + 1

a
f dx

Wtedy mówimy, ze caªka jest zbie»nado A.
Analogicznie okre±lamy caªk¦ niewªa¡ciw¡ w przedziale(�1 ; b).

44.2. kryteria zbie»no±ci caªek niewªa±ciwyc h

| je±li granica A nie istnieje lub jest niesko«czona, to mówimy, »e caªka niewªa±ciwa jest
rozbie»nalub, »enie istnieje

| je±li zbie»najest caªka
R+ 1

a jf jdx, to mówimy, »ecaªka jest bezwzgl¦dnie zbie»na
| je»eli caªka jest zbie»nalecz nie jest zbie»nabezwzgl¦dnie, to mówimy, ze caªka jest wa-

runkowo zbie»na.
| je»eli caªka

R+ 1
c f dx lub

Rc
�1 f dx jest rozbie»nato caªka

R+ 1
�1 f dx jest rozbie»na.
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